
✶✳ D✿ ✏❈♦♥s✐❞❡r❛ ✐❧ ♥✉♠❡r♦ n = 201820182018✳ ❈❛❧✲
❝♦❧❛ ✐❧ r❡st♦ ❞❡❧❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥❡ ❞✐ n ♣❡r ✷✼ ❡ ✐❧ r❡st♦
❞❡❧❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥❡ ❞✐ n ♣❡r ✸✼✳✑

✷✳ M ✿ ✏❊s♣r✐♠✐ ✷✵✶✽ ❝♦♠❡ s♦♠♠❛ ❞✐ ❞✉❡ q✉❛❞r❛t✐
a2 + b2 ❝♦♥ a > b✳✑

✸✳ P ❞✐s❡❣♥❛ ✉♥ tr✐❛♥❣♦❧♦ ❞✐ ❧❛t✐ ✽ ❞♠✱ ✶✺ ❞♠ ❡ ✶✼
❞♠✳ ❆❧❧✬✐♥t❡r♥♦ ❞❡❧ tr✐❛♥❣♦❧♦ ❞✐s❡❣♥❛ ✉♥ s❡❝♦♥❞♦
tr✐❛♥❣♦❧♦ ❝♦♥ ✐ ❧❛t✐ ♣❛r❛❧❧❡❧✐ ❛❧ ♣r❡❝❡❞❡♥t❡ ❡ ❞✐st❛♥✲
t✐ ✷ ♠♠✳ ❘✐♣❡t❡ ♠♦❧t❡ ✈♦❧t❡ ✐❧ ♣r♦❝❡❞✐♠❡♥t♦ ✜♥♦
❛ ❞✐s❡❣♥❛r❡ ❛❧❧❛ ✜♥❡ ✉♥ ♣✉♥t♦✳ ◗✉❛♥t✐ tr✐❛♥❣♦❧✐
✭♥♦♥ ❞❡❣❡♥❡r✐✮ ❤❛ ❞✐s❡❣♥❛t♦❄

✹✳ ❚✳ ❡ ▼✳ s♦♥♦ ✐♥ ✈✐s✐t❛ ❛❧❧✬❆■●✳ ❙❡ s♦♠♠✐ ✐❧ q✉❛✲
❞r❛t♦ ❞❡❧❧✬❡tà ❞✐ ❚✳ ❝♦♥ ❧✬❡tà ❞✐ ▼✳ ✐❧ r✐s✉❧t❛t♦ è
✸✺✷✸✳ ❙❡ s♦♠♠✐ ✐❧ q✉❛❞r❛t♦ ❞❡❧❧✬❡tà ❞✐ ▼✳ ❝♦♥
❧✬❡tà ❞✐ ❚✳ ✐❧ r✐s✉❧t❛t♦ è ✶✽✷✸✳ ❈❛❧❝♦❧❛ ❧❡ ❞✉❡ ❡tà✳

✺✳ Z✿ ✏❙♣♦st❛♥❞♦ ✐❧ ✻✱ ❧❛ ❝✐❢r❛ ✐♥✐③✐❛❧❡ ✭❧❛ ❝✐❢r❛ ♣✐ù ❛
s✐♥✐str❛✮ ❞✐ ✉♥ ♥✉♠❡r♦ ✐♥t❡r♦ ♣♦s✐t✐✈♦ ❛❧❧❛ ✜♥❡ ❞❡❧
♥✉♠❡r♦ ✭❧❛ ❝✐❢r❛ ♣✐ù ❛ ❞❡str❛✮✱ s✐ ♦tt✐❡♥❡ ✉♥ ♥✉✲
♠❡r♦ ✉❣✉❛❧❡ ❛ ✉♥ q✉❛rt♦ ❞❡❧ ♥✉♠❡r♦ ❞✐ ♣❛rt❡♥③❛✳
◗✉❛❧ è ✐❧ ♣✐ù ♣✐❝❝♦❧♦ ♥✉♠❡r♦ ♣❡r ❝✉✐ ❝✐ò ❛❝❝❛❞❡❄✑
❬❈♦♠❡ r✐s♣♦st❛ s❝r✐✈✐ ✐❧ ♣r♦❞♦tt♦ ❞❡❧❧❡ ❝✐❢r❡❪

✻✳ F ✿ ✏◗✉❡st♦ ✐♥s✐❡♠❡ ❞✐ ♥✉♠❡r✐ ♣r✐♠✐ A =
{7, 83, 421, 659} ✉s❛ t✉tt❡ ❧❡ ❝✐❢r❡ ❞❛ ✶ ❛ ✾ ✉♥❛
❡ ✉♥❛ s♦❧❛ ✈♦❧t❛✳ ▲❛ s♦♠♠❛ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐ ❞✐ A è
✶✶✼✵✳ ◗✉❛❧ è ❧❛ ♣✐ù ♣✐❝❝♦❧❛ s♦♠♠❛ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐
❞✐ ✉♥ ✐♥s✐❡♠❡ ❝♦♥ ❧❡ st❡ss❡ ❝❛r❛tt❡r✐st✐❝❤❡ ❞✐ A❄✑

✼✳ L✿ ✏❯♥ ♥✉♠❡r♦ ✐♥t❡r♦ ♣♦s✐t✐✈♦ s✐ ❞✐❝❡ ❞✐s❝♦❧♦ s❡ ❣❧✐
❡s♣♦♥❡♥t✐ ❝❤❡ ❝♦♠♣❛✐♦♥♦ ♥❡❧❧❛ s✉❛ ❢❛tt♦r✐③③❛③✐♦♥❡
✐♥ ♥✉♠❡r✐ ♣r✐♠✐ s♦♥♦ t✉tt✐ ❞✐s♣❛r✐✳ ❆❧ ♣✐ù q✉❛♥t✐
♥✉♠❡r✐ ❞✐s❝♦❧✐ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈✐ s✐ ♣♦ss♦♥♦ tr♦✈❛r❡ tr❛
❣❧✐ ✐♥t❡r✐ ♠✐♥♦r✐ ❞✐ ✷✵✶✽❄✑ P❡r ❡s❡♠♣✐♦ ✷✷✱ ✷✸✱ ✷✹
s♦♥♦ tr❡ ♥✉♠❡r✐ ❞✐s❝♦❧✐ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈✐✳

✽✳ F ✿ ✏❙✐❛ ABC ✉♥ tr✐❛♥❣♦❧♦ ❡q✉✐❧❛t❡r♦✳ ❙✐❛♥♦ D✱
E✱ F r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡ ✐ ♣✉♥t✐ ❞✐ BC✱ CA✱ AB
❝❤❡ ❤❛♥♥♦ ❞❛ C✱ A✱ B ❞✐st❛♥③❛ ♣❛r✐ ❛❞ 1/3 ❞❡❧✲
❧❛ ❧✉♥❣❤❡③③❛ ❞❡❧ ❧❛t♦✳ ■ s❡❣♠❡♥t✐ AD✱ BE✱ CF
✐♥t❡rs❡❝❛♥❞♦s✐ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛♥♦ ✉♥ tr✐❛♥❣♦❧♦✿ q✉❛❧ è ✐❧
r❛♣♣♦rt♦ tr❛ ❧✬❛r❡❛ ❞✐ t❛❧❡ tr✐❛♥❣♦❧♦ ❡ q✉❡❧❧❛ ❞❡❧
tr✐❛♥❣♦❧♦ ABC ❄✑

✾✳ P ✿ ✏▲❡ ♠✐s✉r❡ ❞❡✐ ❧❛t✐ ❞✐ ✉♥ tr✐❛♥❣♦❧♦ r❡tt❛♥❣♦❧♦
s♦♥♦ ✻✵✱ ✽✵ ❡ ✶✵✵ ♠✳ ❚r♦✈❛ ❧❛ ♠✐s✉r❛ ✐♥ ❝❡♥t✐♠❡tr✐
❞❡❧ s❡❣♠❡♥t♦ ❝♦♥ ❡str❡♠✐ ✐❧ ✈❡rt✐❝❡ ❞❡❧❧✬❛♥❣♦❧♦ r❡t✲
t♦ ❡ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❞❡❧❧✬✐♣♦t❡♥✉s❛ ❝❤❡ ❞✐✈✐❞❡ ✐❧ tr✐❛♥❣♦❧♦
✐♥ ❞✉❡ tr✐❛♥❣♦❧✐ ❝♦♥ ❧♦ st❡ss♦ ♣❡r✐♠❡tr♦✳✑

✶✵✳ Z ❝♦str✉✐s❝❡ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ t❛❜❡❧❧❛

1 1

1 2 1

1 3 2 3 1

1 4 3 5 2 5 3 4 1

M ✐♥t✉✐s❝❡ s✉❜✐t♦ ❧❛ r❡❣♦❧❛✱ ♣r♦s❡❣✉❡ s❝r✐✈❡♥❞♦
❛❧tr❡ ✺ r✐❣❤❡ ❡ ❝❛❧❝♦❧❛ ❧❛ s♦♠♠❛ ❞❡❣❧✐ ❡❧❡♠❡♥t✐
❞❡❧❧✬✉❧t✐♠❛ r✐❣❛✳ ◗✉❛❧❡ ♥✉♠❡r♦ tr♦✈❛❄

✶✶✳ ❆ss❡♠❜❧❛♥❞♦ t❡tr❛❡❞r✐ ❡ ♦tt❛❡❞r✐ r❡❣♦❧❛r✐ ❞✐ ❧❛t♦
✺ ❝♠✱ M ❝♦str✉✐s❝❡ ✉♥ ♦tt❛❡❞r♦ r❡❣♦❧❛r❡ ♣✐❡♥♦ ❞✐
❧❛t♦ ✶✺ ❝♠✳ ◗✉❛♥t✐ ♦tt❛❡❞r✐ ❡ t❡tr❛❡❞r✐ ❤❛ ✉s❛t♦❄

✶✷✳ L✿ ✏❈❛❧❝♦❧❛ ✐❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t❡ ❞✐ x5 ❞❡❧ s❡❣✉❡♥t❡
♣♦❧✐♥♦♠✐♦

(1+x)17+(1+x)16x+(1+x)15x2+···+(1+x)x16+x
17 ✑

✶✸✳ F ✿ ✏❉✉❡ s❢❡r❡ ✉❣✉❛❧✐ s♦♥♦ ♣♦st❡ ❛❧❧✬✐♥t❡r♥♦ ❞✐ ✉♥
❝✉❜♦ ❞✐ ❧❛t♦ ✶ ♠✳ ◗✉❛♥t♦ ✈❛❧❡✱ ❛❧ ♠❛ss✐♠♦✱ ✐❧
r❛❣❣✐♦ ❞✐ ✉♥❛ s❢❡r❛ ✐♥ ♠✐❧❧✐♠❡tr✐❄✑

✶✹✳ P ✿ ✏❈❛❧❝♦❧❛ ❧❛ s❡❣✉❡♥t❡ s♦♠♠❛✿

1

10
+

2

100
+

3

1000
+ · · ·+

n

10n
+ · · · ✑

✶✺✳ D✿ ✏❉❛ ✉♥ ♠❛③③♦ ❞✐ ✺✷ ❝❛rt❡ ❤♦ t♦❧t♦ ❛ss♦✱ ❞✉❡✱
tr❡ ❡ q✉❛ttr♦ ❞✐ ♣✐❝❝❤❡✳ ▼❡s❝♦❧♦ ❡ ❣✐r♦ ❧❡ ❝❛rt❡
✜♥♦ ❛ q✉❛♥❞♦ ❝♦♠♣❛r❡ ✐❧ s❡❝♦♥❞♦ ❛ss♦✳ ◗✉❛❧ è ✐❧
♥✉♠❡r♦ ♠❡❞✐♦ ❞✐ ❝❛rt❡ ❝❤❡ ❞♦✈rò ❣✐r❛r❡❄✑

✶✻✳ F ✿ ✏❖❣♥✐ ♣❛rt✐t♦ ❤❛ ❢❛tt♦ ❧❡ s✉❡ ♣r♦♠❡ss❡❀ ❞✉❡
♣❛rt✐t✐ q✉❛❧✉♥q✉❡ ❤❛♥♥♦ ❛❧♠❡♥♦ ✉♥❛ ♣r♦♠❡ss❛ ✐♥
❝♦♠✉♥❡✱ ❞✉❡ ♣❛rt✐t✐ ❞✐✈❡rs✐ ♥♦♥ ❤❛♥♥♦ ❢❛tt♦ ❡s❛t✲
t❛♠❡♥t❡ ❧❡ st❡ss❡ ♣r♦♠❡ss❡✳ ❙❛♣❡♥❞♦ ❝❤❡ ❧❡ q✉❡✲
st✐♦♥✐ s✉❧❧❡ q✉❛❧✐ ✐ ♣❛rt✐t✐ ❤❛♥♥♦ ❢❛tt♦ ❧❡ ♣r♦♠❡s✲
s❡ s♦♥♦ ✐♥ t♦t❛❧❡ ✺✱ q✉❛❧ è ✐❧ ♥✉♠❡r♦ ♠❛ss✐♠♦ ❞✐
♣❛rt✐t✐ ♣r❡s❡♥t✐❄✑

✶✼✳ L✿ ✏■♥ ✉♥ tr❛♣❡③✐♦ ✐s♦s❝❡❧❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♠❛❣❣✐♦r❡✱ ❧❛
❜❛s❡ ♠✐♥♦r❡ ❡ ❧✬❛❧t❡③③❛ ♠✐s✉r❛♥♦ r✐s♣❡tt✐✈❛♠❡♥t❡
✸✻✱ ✷✹ ❡ ✶✷ ❝♠✳ ◗✉❛❧ è ❧❛ ❞✐st❛♥③❛ ❞❡❧ ❜❛r✐❝❡♥tr♦
❞❛❧❧❛ ❜❛s❡ ♠❛❣❣✐♦r❡❄✑

✶✽✳ D✿ ✏❚r♦✈❛ ❧❛ s♦♠♠❛ ❞✐ t✉tt❡ ❧❡ s♦❧✉③✐♦♥✐ ❞❡❧❧✬❡q✉❛✲

③✐♦♥❡
2x3 − 3x2 + x+ 1

2x3 − 3x2 − x− 1
=

3x3 − x2 + 5x− 13

3x3 − x2 − 5x+ 13
✑

✶✾✳ Z✿ ✏●✐♦❝♦s♦ è ✉♥ ♥✉♠❡r♦ ❝❤❡ ♥♦♥ s✐ s❝r✐✈❡ ❝♦♥ ✉♥❛
s♦❧❛ ❝✐❢r❛✳ ❉❛t♦ n ❣✐♦❝♦s♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐❛♠♦ d(n) =
▼❈❉ ❞✐ t✉tt✐ ✐ ♥✉♠❡r✐ ❝❤❡ s✐ ♦tt❡♥❣♦♥♦ ♣❡r♠✉✲
t❛♥❞♦ ❧❡ s✉❡ ❝✐❢r❡ ✭♣✳❡✳ d(23) = 1 ❡ d(102) =
▼❈❉✭✶✵✷✱✶✷✵✱✷✶✵✱✷✵✶✱✶✷✱✷✶✮❂✸✮✳ ◗✉❛♥t♦ ✈❛❧❡ ✐❧
♠❛ss✐♠♦ ❞❡✐ d(n) tr❛ t✉tt✐ ❣❧✐ n ❣✐♦❝♦s✐❄✑

✷✵✳ E✿ ✏❙✐❛ f(x) ✉♥❛ ❢✉♥③✐♦♥❡✱ f : N
+ → N

+✳ ❙❛♣✲
♣✐❛♠♦ ❝❤❡✿
»

f(x) ≥
f(x) + f(1)

2
♣❡r q✉❛❧❝❤❡ x❀ ❡ ❝❤❡

f(n)

f(1)
= 2n− (f(1))2 ♣❡r n > 1✳

❈❛❧❝♦❧❛ f(20 + 1 + 8)✳✑


